
Chapitre 15. Suites et séries de fonctions

1 Modes de convergence d’une suite de fonctions

X un ensemble non vide et E, F evn.

1.1 Convergence simple

Définition 1.1. Soit fn : X → K et f : X → K ( n ∈ N )
On dit que ( fn)n≥0 converge simplement vers f si pour tout x ∈ X lim

x→+∞
fn(x) = f (x) ie.

(∀x ∈ X)(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ≥ n0)(| fn(x)− f (x)| ≤ ε)

f est alors unique et appelée limite simple de ( fn)n≥0. On écrit lim
n→+∞

fn = f

1.2 Convergence uniforme

Définition 1.2. Soit fn : X → K (n ∈ N) et f : X → K

On dit que ( fn)n≥0 converge uniformément vers f si lim
n→+∞

∥ f − fn∥∞ = 0 ie.

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∥ f − fn∥∞ ≤ ε

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 ∀x ∈ X | f (x)− fn(x)| ≤ ε

f est appelée limite uniforme des fn

Proposition 1.3. Soit fn : X → K et f : X → K ( n ≥ 0 )
On suppose qu’il existe N ≥ 0 et (αn)n≥N suite de R+ avec

1. ∀x ∈ X, n ∈ N | fn(x)− f (x)| ≤ αn

2. lim
n→+∞

αn = 0

Alors ( fn)n≥0 converge uniformément vers f

Proposition 1.4. Soit fn, gn : X → K (n ≥ 0)
Si ( fn) ( resp. (gn) ) converge uniformément vers f ( resp. g ) alors ( fn + gn) ( resp. λ fn ) converge
uniformément vers f + g ( resp. λ f )

1.3 Étude des exemples

Exemple 1 :

fn :

R+ → R

x 7→ nλxe−nx
(n ≥ 1, λ ∈ R)

fn converge simplement vers 0 et converge uniformément sur R+ ssi λ < 1
Si λ > 1 il y a convergence uniforme sur [a,+∞[ ( a > 0 )

Exemple 2 :

fn :


R+ → R

x 7→ e−x
n
∑

k=0

(−1)kxk

k!

Il y a convergence simple vers f : x 7→ e−2x

Il y a convergence uniforme sur R+
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2 Continuité des limites uniformes

2.1 Caractérisation de la continuité par limite uniforme

Ici X est une partie non vide d’un evn.

Proposition 2.1. Soit fn : X → K, a ∈ X ( n ∈ N )
On suppose :

1. ∀n ∈ N, fn est continue en a

2. ( fn)n≥0 converge uniformément vers f

Alors f est continue en a

Corollaire 2.2. Les limites uniformes de fonctions continues sont continues.

2.2 Théorème de la double limite

Théorème 2.3 ( Théorème de la double limite ou d’interversion des limites ).
Soit fn : X → K avec X ⊂ E, X ̸= ∅, E evn ( n ≥ 0 ), a ∈ E adhérent à X
( a peut être dans R si X ⊂ R ) et f : X → K

1. Pour tout n ∈ N, lim
x→a

fn(x) = ln ∈ K

2. ( fn)n≥0 converge uniformément vers f

Alors la suite ( fn)n∈N converge dans K vers un élément l ∈ K et de plus lim
x→a

f (n) = l
Autrement dit :

l = lim
n→+∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

lim
n→+∞

fn(x)

3 Modes de convergence des séries de fonctions

3.1 Convergence simple, absolue, uniforme

Définition 3.1. Soit fn : X → K ( n ≥ 0 )
On dit que ∑ fn converge simplement si pour tout x ∈ X, ∑ fn(x) converge.
On note alors

+∞

∑
n=0

fn : x 7→
+∞

∑
n=0

fn(x)

On dit que ∑ fn converge uniformément si SN =
N
∑

n=0
fn converge uniformément.

Corollaire 3.2 ( Théorème de la double limite ).

1. Si les fn sont C0 et si ∑ fn converge uniformément alors
+∞
∑

n=0
fn est continue.

2. Soit fn : X → K ( X ⊂ E, a adhérent à X )
On suppose :
• ∑ fn converge uniformément.
• lim

x→a
fn(x) = ln

Alors ∑ ln converge et

lim
x→a

+∞

∑
n=0

fn(x) =
+∞

∑
n=0

lim
x→a

fn(x) =
+∞

∑
n=0

ln
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3.2 Convergence normale

Définition 3.3. Soit fn(x) : X → K ( n ∈ N )
On dit que ∑ fn converge normalement si à partir d’un certain rang N les fn sont bornés et si ∑

n≥N
∥ fn∥∞ < +∞

Proposition 3.4. Si ∑ fn converge normalement sur X alors ∑ fn converge uniformément et absolument sur X

Proposition 3.5. Soit fn : X → K ( n ≥ 0 )
On suppose qu’il existe N ≥ 0 et (αn)n≥N suite dans R+ avec :

1. ∀n ≥ N, ∀x ∈ X, | fn(x)| ≤ αn

2. ∑ αn converge ie. (αn)n≥N sommable.

Alors il y a convergence normale de ∑ fn

3.3 Cas des séries non normalement convergentes

Dans le cas où la série n’est pas normalement convergente on peut utiliser :
• Le critère spécial des séries alternées.
• La transformation D’Abel.

3.4 Exemples des séries trigonométriques

Définition 3.6. Les séries trigonométriques sont les séries de fonctions

x 7→ a0

2
+

+∞

∑
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

avec (an)n≥0 et (bn)n≥1 suites de K

Ou encore

x 7→
n=+∞

∑
n=−∞

cneinx

avec (cn)n∈Z suite de C

4 Intégration et dérivation d’une suite ou série de fonctions

4.1 Interversion limite et intégrale

Théorème 4.1. Soit fn : [a, b] → K ( n ∈ N )
On suppose les fn continues et convergentes uniformément vers f
Alors f est continue et ∫ b

a
f = lim

n→+∞

∫ b

a
fn

Autrement dit ∫ b

a
lim

n→+∞
fn = lim

n→+∞

∫ b

a
fn

Corollaire 4.2. Soit fn : [a, b] → K continues ( n ≥ 0 )
Si ∑ fn converge uniformément, on a ∫ b

a

(
+∞

∑
n=0

)
=

+∞

∑
n=0

∫ b

a
fn
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4.2 Dérivation d’une limite d’une suite de fonctions

Théorème 4.3 ( Théorème de dérivation ). Soit fn : I → K C1 ( n ∈ N ) avec I intervalle de R

On suppose :

1. ( fn)n≥0 converge simplement vers f : I → K

2. ( f ′n)n≥0 converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction g : I → K

Alors ( fn)n≥0 converge uniformément sur tout segment de I, f est C1 et f ′ = f(
lim

n→+∞
fn

)′
= lim

n→+∞
f ′n

Corollaire 4.4. Soit fn : I → K (n ∈ N) Ck avec k ∈ N, k ≥ 2
On suppose :

1. Pour tout 0 ≤ i ≤ k − 1,
(

f (i)n

)
n≥0

converge simplement vers une fonction gi

2.
(

f (k)n

)
n≥0

converge uniformément sur tout segments de I vers gk

On pose f = g0 = lim fn, chaque
(

f (i)n

)
n≥0

converge uniformément sur tout segment de I vers gi

De plus g0 = f est Ck et pour 0 ≤ i ≤ p, f (i) = gi

Autrement dit (
lim

n→+∞
fn

)(i)
= lim

n→+∞
f (i)n

Corollaire 4.5. Soit fn : I → K Ck ( n ∈ N )
On suppose :

1. ∀i ∈ J0, k − 1K, f (i)n converge simplement.

2. ∑ f (k)n converge uniformément sur tout segment de I

Alors ∑ f (i)n converge uniformément sur tout segment de I

De plus,
+∞
∑

n=0
fn est de classe Ck et ∀i ∈ J0, kK

(
+∞

∑
n=0

fn

)(i)

=
+∞

∑
n=0

f (i)n

Corollaire 4.6. Soit fn : I → K C∞ ( n ∈ N )
On suppose que pour tout i ∈ N

(
f (i)n

)
converge uniformément sur tout segment de I

Alors lim
n→+∞

fn = f est de classe C∞ et

∀i ∈ N

(
lim

n→+∞
fn

)(i)
= lim

n→+∞
f (i)n

De même,
+∞
∑

n=0
fn est de classe C∞ et

∀i ∈ N

(
+∞

∑
n=0

fn

)(i)

=
+∞

∑
n=0

f (i)n

4.3 Extension des résultats aux fonctions vectorielles

On peut tout généraliser aux suite / série de fonctions d’un evn de dimension finie.
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5 Exemples d’approximation uniforme

5.1 Approximation des fonctions continues par des fonctions en escalier

Théorème 5.1. Soit f : [a, b] → K ( ou E evn de dim finie ) continue par morceaux.
Alors pour tout ε > 0 il existe ln : [a, b] → K en escalier telle que ∥ f − h∥∞ ≤ ε

Il existe (hn)n≥0 suite de E ([a, b], K) qui converge uniformément vers f

5.2 Théorème de Weierstrass

Théorème 5.2 ( Théorème de Weierstrass ). Soit f : [a, b] → K continue.
Pour tout ε > 0 il existe P ∈ K[X] tel que ∥ f − P∥∞ ≤ ε

Il existe une suite (Pn)n≥0 de K[X] qui converge uniformément vers f

5.3 Densité des polynômes trigonométriques

Théorème 5.3 ( Théorème de Weierstrass trigonométrique ). Soit f : R → K continue 2π-périodique
Pour tout ε > 0 il existe P polynôme trigonométrique ( de période 2π ) tel que ∥ f − P∥ ≤ ε

Il existe donc une suite de polynômes trigonométrique (Pn) qui converge uniformément vers f

6 Exercices classiques

6.1 Suite des fonctions M-lipschitziennes

1. Soit fn : [a, b] → K ( n ∈ N ) M-lipschitzienne ( M > 0 ) qui converge simplement vers f
Montrer que f est M-lipschitzienne et que la convergence des fn est uniforme.

2. Extension : Soit K un compact, fn : K → K M-lipschitzienne convergente simplement vers f
Montrer que la convergence est uniforme.

6.2 Le théorème de Dini ( Le prémier )

Soit K un compact, fn : K → R ( n ∈ N ) continues.
On suppose :

1. ∀n ∈ N fn ≤ fn+1

2. ( fn)n≥0 converge simplement vers f continue sur K

Mq ( fn)n≥0 converge uniformément vers f
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